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利用二階線性遞迴數列來探 
討河內塔問題及  連環 n

圖 2 ：九連環 圖 1 ：河內塔問題 



  研究目的 
利用二階齊次線性遞迴數列來探討河內塔問

題。 
利用二階非齊次線性遞迴數列來探討    連環

的解法。 
由河內塔問題的遞迴數列推導  連環的解法。 

n
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圖2 ：九連環 圖 1 ：河內塔問題 



       遞迴數列 
 

 

數列給定一個(或數個)初始值，若其一般
項可用前一項(或前數項)表示，則稱此數
列為遞迴數列。 

 

＊等差數列的遞迴關係 

   

＊等比數列的遞迴關係 
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• 生活中，我們時常會碰到與自然數有關的

問題，它們往往會隱含固定的規律，但是

當個數增加時，似乎有種 

  『無窮』的感覺 
 

 

遞迴關係 (Recurrence Relation) 
來計數 



遞迴關係(Recurrence Relations) 

建構 
遞迴關係 

 
• 切割平面 
• 圓切平面 
• 雪花曲線 
• 爬樓梯 
 

數學遊戲 
  談遞迴關係 

 

• 河內塔 

• 大象轉彎 

• 九連環 

 
 

解遞迴關係 
•依據題設條件構造
一個遞迴數列 

 
•建立相鄰幾項之間
的遞迴關係式 
 

• 解遞迴關係式 
    (求一般式)  



階實係數齊次線性遞迴數列 
 定義1.  (  階實係數齊次線性遞迴數列) 
  給定一數列   ，若存在 個實數：         且 
  滿足兩條件 
  (i) 初始條件：        其中            且     。 
  (ii)遞迴關係：                                                                                                                             
                                                                                                 
 

 則稱數列    為 階實係數齊次線性遞迴數列。 
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三階實係數齊次線性遞迴數列 

三階實係數齊次非線性遞迴數列 

三階實係數非齊次線性遞迴數列 
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• 河內塔是由三根柱子，和n個不同直徑的圓盤所組成，
它的遊戲方法是，將這n個圓盤由其一個柱子，全部搬
至另一個柱子上，它的遊戲規則如下：   

– 在搬動的過程中，大圓盤一定要在小圓盤下面。   

– 一次只能搬動一個圓盤，且圓盤只能在這三個柱子
之間移動，不得超出範圍。 

直到有一天，僧侶們能將64片的金屬 
片依規則從指定的木釘上全部移動至 
另一根木釘上，那麼，世界末日即隨 
之來到，世間的一切終將被毀滅，萬 
物都將至極樂世界。 

河內塔問題-印度神話 



河內塔問題-印度神話 
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河內塔問題-印度神話 
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設  為搬動  個圓盤到另一柱 
所需最少移動次數 
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河內塔問題-印度神話 
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設  為搬動  個圓盤到另一柱 
所需最少移動次數 
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河內塔問題-印度神話 

1 

12 1 2 1n
n na a −= + = −



2 
3 
4 
5 
6 
7 

0 

2
22, 2 13n a= = = −

設  為搬動  個圓盤到另一柱 
所需最少移動次數 

nna

3
33, 2 17n a= = = −

1
11, 2 11n a= = = −



河內塔問題-印度神話 
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九連環(Chinese Ring)          連環     
目的是要把九個金屬環逐一地從柄(劍)中脫下來， 

形成環與柄(劍)分離的狀態；或者從原先的分離 

狀態出發，恢復成一環扣一環的樣子。 
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九連環既好玩又益智，它 

們有很深的數學原理，它 

的解法與河內塔類似，是 

數學上的遞迴數列。 

因可被當做不用鑰匙開啟的鎖 
 

九連環(Chinese Ring) 

圖 2 ：河內塔問題 



若只有一個環時，可直接取出柄(劍)  

     連環(Chinese Ring)-一個環 
探究解一連環至少需操作多少次? 

每將一個環套入一次或套出一次，稱為操作一
次。故一連環僅需操作1次。 

2n +



探討解     連環至少需操作多少次? 

每將一個環套入一次或套出一次，稱為操作一
次。故一連環僅需操作1次。 
令解    連環至少操作需    次， 

2n +

2nb +2n +

1 1b =   
所以 

     連環(Chinese Ring)-一個環 2n +



只有一個環時，也可直接套入柄(劍)  
1 1b =

令解    連環至少操作需    次 2nb +2n +

     連環(Chinese Ring)-一個環 2n +



若是兩個環，必須先將靠內的環取出，再取出靠
外的環，故 

2 2b =

令解    連環至少操作需    次 2nb +2n +

     連環(Chinese Ring)-二個環 2n +



若是兩個環，必須先將靠內的環取出，再取出靠
外的環，故 

2 1 1 2b b= + =

     連環(Chinese Ring)-二個環 2n +



三連環的解法： 

1Step 2Step

     連環(Chinese Ring)-二個環 2n +



三連環的解法 

3Step 4Step
3 1 1 2 2 11 2 1b b b b b b= + + + = + +

     連環(Chinese Ring)-三個環 2n +



  連環(Chinese Ring) 
令解    連環至少操作需    次 2nb +2n +
   

則 

   

  當    時， 

同理類推知 

  當    時， 

 

  因此， 
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二階整係數非齊次線性遞迴數列 



令解    連環至少操作需    次 2nb +2n +
   

則 
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：第    環從柄放下至少操作需    次 1Step n nb
：第    環從柄放下至少操作需  次 2Step 2n + 1

3Step ：    環放上柄  至少操作需    次 n nb
：    環從柄放下至少操作需    次 4Step 1n + 1nb +

  連環(Chinese Ring) 2n +



【解】可以寫成 

 

      令 

      則                     得到 

 

  連環(Chinese Ring) 

( )2 1 12 1n n n nb b b b+ + ++ = + +

1n n nc b b+= +

1 12 1 3n nc c c+ = + =且

恰好是河內塔問題的遞迴關係 
只差初期條件不同而已 
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  連環(Chinese Ring) 
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  連環(Chinese Ring) 
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  連環(Chinese Ring) 

1
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+ = + ，分成兩種情形討論 
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