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具體成效 

1.參賽校內科展榮獲優等 
多項式定理的幾何表現與巴斯卡三角形推廣之探討 

 

2.通過青培計畫初審 
多項式定理的幾何表現與推廣巴斯卡三角形之探討與應用 
 

3.參賽全國中小學小論文榮獲特優 
建構多項式定理的幾何圖形及其性質之探討 

 

  



研究目標 

巴斯卡三角形是算術三角形 
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【定義1】 (   項式定理)設            為非負整數，且 
             為 項式，則 
                  
 
其中 項式係數                         ， 
我們叫(1)式為  項式定理(Multinomial theorem)。 
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研究方法-定義1及定義2 
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由巴斯卡定理：             可推廣為 項式係數定理： 
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【定義2】 

 
    本研究將 項式            改為      次 項式 
                  ，則 
 
 

其中  項式係數               。  
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在      次 項式的算術三角形中 
第 列第 行的元素 

( 1)k n k
n r


( 1)k n rx  

的係數 

(2) 



算術三角形 

研究方法-定義1及定義2 



算術三角形 

研究方法-定義1及定義2 



斜排數列 

研究方法-斜排數列 

巴斯卡三角形中的斜排數列 
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費氏數列 



斜排數列 

研究方法-斜排數列 

次二項式係數中的斜排數列 
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是甚麼數列呢? 



              二項式定理： 

算術三角點陣 
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研究結果-探討  項式定理中的算術 邊形 k k

巴斯卡定理: 
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【性質1】 



研究結果-建構  項式定理中的算術 邊形 k k

由於  項式係數滿足分配律，即 
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由分配律概念就可建構出算術  邊形 k
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研究結果-建構  項式定理中的算術 邊形 k k

由分配律概念就可建構出算術  邊形 k
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                    算術  邊形性質 

1 2 3( + )nx x x【性質 2】 

研究結果-探討算術 邊形的性質 k

(i)若  為奇數時，    中每個頂點代表僅一項的係數。 
(ii)若  為偶數時，    中至少有一個頂點代表二項以上的 
  係數。 
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研究結果-探討算術 邊形的性質 k

【性質 3】 算術 邊形每個頂點代表展開式的係數滿足 
 項式係數定理： 
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【定理 1】 
第      列第 行的元素 ( 1)k n rn r n

r n rC C
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研究結果-探討算術 邊形的性質 k

【定理 2】 
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算術  邊形中每個頂點可用    個巴斯卡係數的乘積 
表示。 
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 項式定理中 變數項性質探討    

   

       

  設     為 次 項式定理展開式中的每個  變數項 
的項數，其中     ，則 
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單變數項: 

二變數項: 

三變數項: 
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【定理 3】 
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 項式定理中 變數項性質探討 

  

   

   

       

   設     為 次 項式定理展開式中的每個  變數項 
的項數，其中     ，則 
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研究結果-算術 邊形的性質 k

當      時，      值最大 n ( , )kN n k



探討算術  邊形中由外至內層的個數 Nk
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k研究結果-算術 邊形的性質 



 項式定理中 變數項性質探討 

  

   

   

       

   設     為 次 項式定理展開式中的每個  變數項 
的項數，其中     ，則 
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【定理 5】 

黑色點是單變數項、 
紅色點是二變數項及
藍色點是三變數項、
綠色點是二及三變數
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研究結果-算術 邊形的性質 k
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【定理 6】 
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其中 或

其中

研究結果-探討     次 項式定理中的算術三角形 k( 1)k n



研究結果-探討     次 項式定理中的算術三角形 k( 1)k n

【定理 7】 2
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其中



研究結果-探討     次 項式定理中的算術三角形 k( 1)k n

【定理 8】 
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研究結果-探討 項式中的算術三角形性質 k

【定理 9】 

(i)           ，其中  為高斯符號。 
 
(ii)       為費氏數列    。 
 
(iii)  
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研究結果-探討 項式中的算術三角形性質 k

【定理 10】 

(i)          ，其中  為高斯符號。 
 
(ii)       為2階實係數線性遞迴數列。 
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研究結果-探討 項式中的算術三角形性質 k

【定理 11】 

(i)           ，其中   為上高斯符號。 
 
(ii)       為3階實係數線性遞迴數列。 
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研究結果-探討 項式中的算術三角形性質 k

【定理 12】 

(i)           ，其中   為上高斯符號。 
 
(ii)       為  階實係數線性遞迴數列。 
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算術三角形       斜排數列 



研究結果-應用 項式中的算術三角形 k

第  列數字可代表二位正整數的  次方 n n

【定理 13】 



研究結果-應用 項式中的算術三角形 k

第  列數字可代表三位正整數的  次方 n n

【定理 13】 



研究結果-應用 項式中的算術三角形 k

2 2 2 2 2 3kn k n kn k n     或 個位數

【定理 14】 



研究結果-應用 項式中的算術三角形 k

【定理 14】 
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結論與未來展望 
    本研究以「二項式定理推廣 項式定理」為核心， 
我們知道二項式係數可成巴斯卡三角形，即是一個算 
術三角形。事實上，多項式定理的展開不同類項共有 
        ，當   很大時，        值是很大的，參 
見下圖中共有           的不同類項，所以我們拓 
展 項式定理展開式的幾何表現，稱為算術 邊形。 
   另外，我們推廣 項式係數定理，因此，就可以串 
起了代數下的幾何描述，相互間密不可分的意義，充 
份展現數與形的完美搭配性，也呈現頂點與邊微妙的 
幾何價值。 
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結論與未來展望 

    多項式定理衍生出幾何規律的美，我們改變 項式 
定理的 變數，得到算術三角形，這是巴斯卡三角形的 
推廣，我們推導出巴斯卡定理的推廣式，可說明 項式 
中算術三角形的延伸性，這是一個有趣的結果。 
    其次，我們探討 項式中算術三角形的斜排數列， 
此數列是 階實係數線性遞迴數列。此外，將 項式中 
算術三角形應用於任意正整數的冪次方，這是本研究 
的應用範疇。 
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