
【定理 1】(歐拉不等式及外接圓與內切圓的面積不等式) 

在      中，(i)歐拉不等式：     。(ii)         。(iii)等號成立此三角形為正三角形，其中       。 

一、建構雙心三角形及探討雙心三角形中內切圓圓心軌跡參數式。 
二、推廣雙心多邊形歐拉不等式，進而導出外接圓與內切圓的面積不等式。 
三、探討直角三角形中共邊三角形的內切圓半徑與高有關的幾何性質。 
四、探討三角形中共邊三角形的內切圓半徑和及面積和之極值，其極值與高特別有關。 
五、探討三角形中共邊三角形的內切圓等分線間的關係式。 
六、探討三角形中共邊三角形的 個內切圓圓心與原三角形的內切圓間之幾何性質。 

       

【預備定理 1】 (雙心三角形的歐拉定理，參考資料[1][4][7]) 

【預備定理 2】 (共邊三角形內切圓半徑與高相關性質，參考資料[5]與[6]) 

在     中，設 為   上的高且  為   上的一點，若     分別為     、    、     的內切圓半徑， 
參見圖 6，則               。  

圖1 ：雙心三角形 

一、前言 
 1.研究動機 

    高一上科學數學研究課時，老師提到一般四邊形並不一定有外接圓或內切圓，後來我們發現雙心 
多邊形既有外接圓還有內切圓，於是開始閱讀一些書籍及文章(參考資料[1]~[6])，特別是參考資料[1] 

與[4]中所提到的歐拉定理及參考資料[5]與[6]中與高有關的幾何性質，產生極度好奇，於是開始進行 
我們的研究，因而有了這篇作品。最後探討三角形中共邊三角形的所有內切圓圓心與原三角形的內切 
圓間的的幾何性質。 

 2.研究目的 

 3.定義與預備定理 
【定義1】 (雙心多邊形，參考資料[1][4][7]) 

給定一個多邊形       ，若 與 分別為多邊形       中以 為圓心的外接圓之半徑與以 為圓心的內
切圓半徑，則稱此多邊形為雙心多邊形 (Bicentric Polygon)。 
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【定義2】(共邊三角形及共邊三角形的內切圓，參考資料[2][3]) 

 給定一個三角形    ，設           在   上左而右的    個的點，則稱此 個三角形  
                     為共邊三角形，其中共邊三角形的內切圓圓心及半徑分別為          及 
        ，參見圖 4，且          為在   上 個內切圓的分線，其內切圓的面積分別記作        。 
注意當          時，即 個內切圓的半徑皆相等，此半徑值記作 ，將               改作  
                ，稱                為在   上  個內切圓的等分線，其中等分線長分別記作  
                   。 
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 1.探討雙心多邊形中外接圓與內切圓的面積不等式 
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圖2 ：雙心四邊形 

外接圓的面積記作 ，內切圓的面積記作  S 'S【定義】 

，其中圓心距   為  。   OI d

圖3 ：雙心三角形的歐拉定理 
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圖 4 ：3個內切圓的分線  圖 5：3個內切圓的等分線 圖 6 ：2個內切圓的分線 

二、研究方法或過程 
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【定理 2】(建構雙心三角形) 

設 與 分別為圓  與圓  的半徑且滿足           ，則(i)兩圓為內離。 
(ii)存在無限多個三角形是以圓  為外接圓且以圓  為內切圓。 
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【定理 3】(內切圓圓心的軌跡參數式) 

(i)內心為                                       

 

 

 

(ii) 一個類似葉片的封閉曲線。 
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【定理 4.6】在雙心多邊形        中，(i)當多邊形不為正 邊形時，          且           。 

 (ii)當多邊形為正 邊形時，          。  (iii)多邊形的推廣歐拉不等式：          。 
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【定理 5.7】在雙心多邊形        中， 

 (i)                     。(ii)等號成立此多邊形為正  邊形，其中           。 
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圖7：雙心三角形 圖8：內切圓圓心的軌跡參數式 

圖9：雙心四邊形 
圖10：雙心五邊形 
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類型   個內切圓 個內切圓      個內切圓 
最小值 最大值 最小值 最大值 最小值 最大值 
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【性質 1及定理 8】(直角三角形的內切圓半徑與高有關性質) 

在直角三角形     中，設        且      為   上的高，若     分別為     、     、     的內切圓半徑，則 
(i)           。(ii)若      與      的內切圓面積和等於       的內切圓面積，則               。 
(iii)若      與      的內切圓面積相等，則其兩內切圓面積和為             。 
 

 

ABC 90A 

直角三角形 

 2.探討三角形中共邊三角形的  個內切圓 

【註】(a)定理8中(i)，若考慮      不是直角三角形，則           ，參見圖 11中右圖。   
      (b)參考資料[5]中證明          只能存在        的情形，即僅能直角三角形才成立 。 
 
例如：以直角三角形的邊長為     為例， 
      此時內切圓半徑為 
        
 

AH h BC 1 2, ,r r r ABC ABH AHC

1 2r r r h   ABCABH AHC 2

1 22h r r r r  
ABH AHC

2 2 2

2

r h hr


 

ABC 1 2r r r h  
2 2 2

1 2r r r  90A 

圖11：直角三角形的內切圓半徑與高有關性質 
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共邊三角形 

【性質 2~3】 (推廣預備定理 2) 

在     中，設 為   上的高且            為   上的    個點，若       分別為      、     、 、       的內切
圓半徑，則                  。 
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利用預備定理 2證明共邊三角形中2個內切圓半徑和之最大值及其面積不等式 

【定理 9~10】(三角形中共邊三角形內2個內切圓半徑和之最大值及其面積不等式) 

在三角形     中，(i)預備定理 2及配方法：當            或         時，則      的最小值為        。            
 
(ii)預備定理 2及算幾不等式：當     時，其內切圓半徑和的最大值為             。(iii) 
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圖12：4個內切圓半徑與高有關性質 

【證明】 

利用預備定理 2證明共邊三角形中  個內切圓半徑和之最大值及其面積不等式 

【定理 11~12】(三角形中共邊三角形內  個內切圓半徑和之最大值及其面積不等式) 

在三角形     中，(i)性質  2及算幾不等式：當        時，其內切圓半徑和的最大值為              。 
(ii)性質  3及算幾不等式：當             時，其內切圓半徑和的最大值為                。 
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 3.探討共邊三角形的  個內切圓等分線 

探討共邊三角形的  個內切圓面積和 n n

圖14：3個內切圓面積極值 

圖13：2個內切圓面積極值 

直角三角形 
【性質 4】 

在直角三角形     中 ，                                                     ，其中 為     的周長一半且  為      的面積。 ABC
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共邊三角形 
【定理 13】 (共邊三角形的 2個內切圓之等分線長) 

在     中，設在   上取一點  使得       與      的內切圓半徑相等，若其內切圓半徑為  且       ，
則            ，其中  為     的面積。 
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例如：若      為正三角形且邊長為 ，則 
 
 
 
      即        ，此值為高。  
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圖15：2個內切圓的等分線長 
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當    個內切圓時，類型I~V中  個內切圓面積和的最小值皆發生於等圓情形，而類型I~III中  個內切圓面積和的最大 
值近似於      的內切圓面積。特別類型IV~V 中  個內切圓面積和的最大值近似於兩個等圓的內切圓面積。 
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【定理 13~15】 (共邊三角形的  個內切圓之等分線長) 

在     中，設在   上取    個點         使得     、       、  、       的    個內切圓半徑相 
等，若其半徑為  且                ，則 
                                              ，其中    為  邊對應在       中的所有對角， 
                                                    且                       。  
                                                                             。 

 4.探討共邊三角形中內切圓圓心 
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【定理 16~18】 (共邊三角形的  個內切圓圓心落在三角形的內切圓上) 

在     中，(i)              且             ，其中                 。 
 
(ii)若圓心   或圓心  落在     的內切圓上， 
   則               或               。 
               
(iii)當        時，圓心  與圓心  不會同時落在     的內切圓上。 
       當        時，圓心  與圓心  同時落在     的內切圓上，                      且               

 1.結論 

 2.未來展望 

(i)從歐拉定理的證明中推廣歐拉不等式，進而推導出雙心多邊形中外接圓及內切圓之面積不等式。(ii)探
討在三角形中共邊三角形的 個內切圓之幾何性質，推導出內切圓半徑和及面積和的極值，其值特別與
高有關。 (iii) 探討內切圓等分線長，得到其關係式。 (iv)探討共邊三角形的  個內切圓與原三角形內切
圓關聯性質，如其圓心何時落在原三角形的內切圓上及在其上的圓心個數之極值。 

1 , 1, , 2i j n i j k n     

  (i)繼續探索歐拉定理的延伸性質。 (ii)探討推廣預備定理 2的幾何性質。 (iii)簡化內切圓等分線長的關 
 係式。 (iv)探討 個內切圓的面積極值。此外，每個定理完備性及證明的嚴謹度，是未來努力突破的。 

四、結論與未來展望 

五、參考資料 

共邊三角形 
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當    時，要求  時，取           ，即  邊對應在       中的對角。 
  同樣地，要求  時，取           ，即  邊對應在       中的對角。 
                                   為了方便推廣，定義 
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圖16：3個內切圓的等分線長 
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例如：若     為正三角形且邊長為 ，則 
 
 
 
得到                           ，所以                                 
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圖17：2個內切圓中的內切圓圓心 
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【定理 19】 (共邊三角形的  個內切圓圓心落在三角形的內切圓上) 

在     中，若圓心          同時落在     的內切圓上之圓心個數為 ，則          。 
n
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圖18：          相等 
1 nO O 圖19：5個內切圓中的內切圓圓心個數最大 

三、研究結果 

雙心三角形 
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推廣預備定理 2 

內切圓半徑和 
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內切圓為等圓 
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