
摘要
本研究在探討過原點且通過特定格子區域中格子點的直線數，利用縱向或橫向方式來計算圓形、任

意三角形、超立方體 、超長方體 、 單體及 角錐柱中的直線數，得到其格子直線數是利用推廣歐
拉函數或史特林數來表示。特別是在橫向方式中增加上高斯與高斯符號協助計算，得到其直線數及其上
下界，有趣地獲得的公式更為精簡。此外，將原點移動到任意點，探討過任意點且通過特定格子區域中
格子點的直線數，也得到一些有趣的性質。
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研究目的及問題 探討過原點且通過特定格子區域中格子點的直線數

【定義5】設 表示為不大於 且與 互質之正整數個數。若正整數 的標準分解式為
其中 為相異質數，且 ，則

此函數叫做歐拉函數 (Euler's totient function) 。例如：
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【定義6】(推廣歐拉函數(Jordan‘s totient function) 、約當囿互質函數，參考文獻[3] [4])
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推廣歐拉函數的幾何觀點
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縱向方式來計算格子直線數
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為新增格子直線對應歐拉函數
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 【預備定理 4】

【預備定理 1】
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第二類史特林數 第一類史特林數

推廣三式
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【預備定理 3】
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圖5

1.利用歐拉函數推廣三式還可以呈現哪些特定格子圖形呢?
2.除了利用縱向方式來計算格子直線數，還有其他的方式來計算嗎？
3.是否可計算凹邊形或凹多面體等等圖形中的格子直線數呢？

研究方法或過程

圖8:格子圓形圖7:格子3 -角錐柱

利用縱向方式探討平面區域的格子直線數

圖6:格子長方體
圖9 :格子凹邊形

格子正方形 格子超立方體 格子超長方體
推廣

[0, ]kn2[0, ]n
推廣

1[0, ] [0, ]kn n 

【定理 1】 (計算格子長方形的格子直線數 )

【定理 2】 (計算格子超長方體的格子直線數 )
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其中

其中

格子正方形 格子超立方體 格子超長方體[0, ]n[0, ]n 1[ , ] [ , ]k

1 2( , , , )k kb n n n
圖10:   0,5 0,4

設 為格子超長方體 中的格子直線數，

當 時，則
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【定理 3】
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 ， 。其中 為第一類史特林數

【定理 4】
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利用縱向方式來計算 單體的格子直線數k 
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     內點
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圖11 圖12

探討 角錐柱的格子直線數k  單體 角錐柱k   k ( 1)kc n
【定理 5】
(i)當 時，則 。

(ii) 當 時，則

(iii) 當 且 為質數時，則
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4k  1n  圖13

利用橫向方式探討平面區域的格子直線數
計算方式

設 為在 中的凹多邊形之格子直線數，則

格子正方形及其凹多邊形 格子長方形及其凹多邊形 格子三角形及其凹多邊形推廣 推廣
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(iv) 當 且 為質數時，若 為在角錐柱 中而不在 的新增格子直線數，則
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(定理 8)1 ( )n
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(定理 9)

設 為在 中的凹多邊形之格子直線數，則

設 為在 中的格子直線數，則
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(定理 11)
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(定理 10)

推廣至任意三角形及其凹多邊形
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等分原則

(定理 12)

探討超立方體及超長方體的格子直線數
等分原則

圖15圖14 圖16 圖17
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圖18 圖20圖19 圖21

【定理 14.16】設 為在 中的凹多面體之格子直線數，則(i)
(ii)                                                                                                              
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推廣至超長方體及其凹多面體【定理 15.17】
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探討圓形的格子直線數 單體 圓形2  
【定理 13】
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令紅色的1/4圓形區域內的最大正方形的邊長為 ，則1n
   22 [0, ] , 2 ,n ABP BCP OA OC  

 
的格子直線數 的格子直線數

圖22 圖23

利用橫向方式來計算超立方體、超長方體及 單體的格子直線數k 

【性質 2】在 中六個三角錐 、 、 的格子直線數是相同的。
【定理 18】

【定理 19】
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圖24

等分原則

【定理 20】
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圖25 圖26
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第 層

第 層

探討過任意點的格子直線數 格子正方形

圖27
圖28
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過原點的格子直線數為所有情形的中位數附近值

【定理 22】
(i)當 為偶數，則過中間點 的格子直線數為
(ii)當 為奇數，則過中間單位正方形四點的格子直線數為 。
(iii)若點 為對角線上的一點且過 點最大正方形的邊長為 則過點 的格子直線數為
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圖29 圖30 圖31 圖32

結論與應用
特定格子區域的格子直線數

(iii)若點 為對角線上的一點且過 點最大正方形的邊長為 ，則過點 的格子直線數為
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 的格子直線數 的格子直線數 的格子直線數

P

格子 單體

歐拉函數推廣三式來呈現

格子正方形
格子長方形

格子超長方體

縱向方式

幾何觀點
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 1( ), ,n   
格子正方形及凹邊形
格子長方形及凹邊形
格子 單體及凹邊形
格子圓形及凹邊形
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格子立方體及凹多面體
格子長方體及凹多面體

 *( ), ,k n   
k

橫向方式

格子正方形:過任意點特定格子區域的格子直線數,格子圓形,超長方體,超立方體

格子 單體
格子 單體及凹多面體

格子 單體k 

格子 角錐柱
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格子超立方體及凹多面體
格子超長方體及凹多面體

 1( ),n

縱向方式 格子正方形,超長方體 ,超立方體, 單體,  角錐柱1 2( 1)n n  k  k 

橫向方式 格子正方形中凹邊形,超長方體及超立方體中凹多面體,   單體及角錐柱k 

縱向+橫向
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橫向方式較縱向方式簡潔
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