
本研究針對(3)式及(4)式中的特徵方程式                之複數根來探討 
利用預備定理 1：特徵複數根為相異實根及預備定理 2 ：笛卡兒符號法則來證明，得到定理 15 
 
(i) 當 為奇數時，則        的實根為恰有一個在1與2之間的正實根，其餘的根為虛根。 
(ii) 當 為偶數時，則        的實根為各有一個在1與2之間的正實根且在  與0之間的負實根，其餘的根 
   為虛根。 

     階線性遞迴數列 

     階線性遞迴數列 

     階線性遞迴數列 

【定義2】(             次 項定理與  階算術三角形(I)) 
設           為實數且                      為 項式，則   

       (2) 
 
其中 項式係數          ，稱(2)式為      次 項定理。 

    在數學上，費氏數列是可由巴斯卡三角形斜排所產生的數列，參見圖 1，而巴斯卡三角形是一種算 
術三角形。又費氏數列為 階線性遞迴數列，對於數列與算術三角形間的性質感興趣，於是提出三個問 
題：「何種多項式的展開式分離出係數得到一個算術三角形，使得其斜排數列為 階線性遞迴數列呢？」 
「將費氏數列與巴都萬數列推廣至 階線性遞迴數列的情形為何？是否有算術三角形滿足此數列呢？」 
    為了解決這些問題，我們建構三種算術三角形，其中三種算術三角形分別稱為巴斯卡三角形、 階 
算術三角形(I)及 階算術三角形(II)，對應的 階線性遞迴數列分別記作    、    及   、   。 

一、利用 次     項定理建構 階算術三角形(I)，且推廣二項式係數性質。 
二、由 階算術三角形(I)來探討 階線性遞迴數列    ，並且探討其數列的一般式。 
三、由巴斯卡三角形建構 階線性遞迴數列    ，並且用二項係數探討其數列的恆等式。 
    同時探討當改變建構原則建構 階線性遞迴數列    。 
四、利用多項定理建構 階算術三角形(II)，再由 階算術三角形(II)來探討 階線性遞迴數列    並 
    且探討其數列的一般式及推廣巴斯卡定理。 
五、透過特徵複數根的性質探討 階線性遞迴數列    與    間的恆等式。 
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圖1 ：巴斯卡三角形與費氏數列 

一、前言 
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 2.研究目的 
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 3.定義與預備定理 

【定義3】給定一數列    ，若存在      個正實數          ，其中     ，滿足兩條件 
     (i) (初始條件)  
     (ii) (遞迴關係)                                                                                                                                                                 
 

      則滿足(i)與(ii)式的數列   ，稱為  階實係數齊次線性遞迴數列，內文簡稱  階線性遞迴數列。 
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【定義1】(二項式定理與巴斯卡三角形) 
  設   為非負整數，且    為二項式，則                                                  (1) 
                  
  其中   為二項式係數，稱(1)式為二項式定理 。 
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圖2 ：  階算術三角形(I) 2

【預備定理 1】(推廣巴斯卡定理)  
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圖3 ：  階算術三角形(II) k
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【定理 8】(巴斯卡三角形中的  階線性遞迴數列) 
 設   為巴斯卡三角形的一般項，若    為  階線性遞迴數列，則 
 (i)當           時，                                (ii)當                              時， 
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巴斯卡三角形中的斜排數列為費氏數列 

 1.探討   階算術三角形(I)中的   階線性遞迴數列 k

【定理 10】 階線性遞迴數列 

【定理 5.7.9】(利用二項式係數探討  階線性遞迴數列性質) 
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二、研究方法或過程 

【定理 1~3】 (  階算術三角形(I)中的斜排數列          之一般式) 
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圖1 ：巴斯卡三角形與費氏數列 
圖4 ：  階算術三角形(I)中的   階線性遞迴數列 k k

 2.探討巴斯卡三角形中的   階線性遞迴數列 k

建構原則 ：保持向右移1項再向上1項的規律 巴斯卡三角形中的斜排數列為費氏數列 
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建構原則 

【定理 4】(巴斯卡三角形中的費氏數列) 
 設   為巴斯卡三角形的一般項，若    為費氏數，則              ，其中   為上高斯符號。 

推廣：保持向右移        項再向上    項的規律 1k − 1
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【定理 6】(巴斯卡三角形中的巴都萬數列) 
 設   為巴斯卡三角形的一般項，若    為巴都萬數，則 
 (i)當          時，                                (ii)當       時， 
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For Example ： 
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證明 
 

一是(5)式中左式展開後兩兩配成巴斯卡定理等於(5)式中右式：                                         。 

二是(5)式中左式展開後兩兩配成巴斯卡定理再加上            等於(5)式中右式。 

三是(5)式中左式展開後兩兩配成巴斯卡定理再加上            等於(5)式中右式。 

四是(5)式中左式展開後兩兩配成巴斯卡定理再加上             及             等於(5)式中右式。 

 
 
 
 

1 3
3 3

(3) (3) 1 (3)
2 3 2 2 1

0 0

m m

m r m r
n n r r n

r r
b b C C b

− −   
      

− + −
− − +

= =

+ = + =∑ ∑ (5) 

2n m=

( ) ( )5 5 4 4 6 5
1

(3) (3) (3)
10 9 10 3 2 1 3 2C C Cb b C bC C+ = + = + =+ +

1
0 0 1n nC C −= =

1
1 1n n

n nC C −
−= =

1
0 0 1n nC C −= = 1

1 1n n
n nC C −

−= =

  ，其中   為上高斯符號 



【定理 11】(   階算術三角形(II)中的一般項性質) 
                                                   
  
  

三、結論與未來展望 
 1.結論 
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3.探討  階算術三角形(II)中的   階線性遞迴數列 k k

【定理 13~14】 (用   表示 階線性遞迴數列的一般式) 
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其中

其中

4.探討 階線性遞迴數列     與     的性質 k ( ){ }k
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【定理 16】 (費氏數列與二項式係數的性質) 
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【定理 17-18】 (   階線性遞迴數列與二項式係數的性質) 
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三、研究結果 

     階線性遞迴數列 
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 階算術三角形(I) 

費氏數列推廣 
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階線性遞迴數列     及    與二項式係數的性質 ( ){ }k
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(i)考慮      次 項定理中的斜排數列為  階線性遞迴數列，並非是  項式定理 (Multinomial theorem) 。 
(ii)透過二項式定理及多項式：                                來推導出兩種算術三角形： 巴斯卡三 
   角形及  階算術三角形(II)，建構出數列     與    。 
(iii)改變巴斯卡三角形的建構原則，建構出數列     。    

(iv) 數列    、    與二項式係數間聯性質。 
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(i)考慮      次 項定理使得在算術三角形中的斜排數列為  階線性遞迴數列，這 項定理是否是”唯一 
“呢？值得仔細思考及探討。 (ii)嚴謹論證     階線性遞迴數列     的深入探討。 

(iii) 研發  階線性遞迴數列     、    與二項式係數間聯性質。 
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