
一、利用 項式定理建構 階算術三角形，探討其性質。 
二、探討 階算術三角形中的斜排數列，證明此數列為 階線性遞迴數列。 
三、探討 階線性遞迴數列中每一項除以某正整數後所得的餘數數列之週期性，並論證之。 
四、探討 階線性遞迴數列中係數在何種條件下，每個週期循環列中會由數個0或數個正整數均勻 
    分割性質，及餘數數列在某項後均為常數，並論證之。    

五、探討 階線性遞迴數列的因倍數性質，並論證之。 

 
 
 
 
 
 

【定理 1】(   項式定理中的算術三角形性質) 

 
 
 

 

【性質 1及定理 2】 (  階算術三角形中的斜排數列之一般式) 
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【預備定理 1~2】(    階Cassini恆等式) 

【預備定理 3】  

圖1 

一、前言 
 1.研究動機 

    巴斯卡三角形中斜排可得的數列為費氏數列，同樣地我們可建構某算術三角形中斜排所得的數列 
為高階正整係數齊次線性遞迴數列，內文簡稱高階線性遞迴數列。 
    費氏數列中每一項除以某一正整數後所得的餘數數列具有許多有趣的性質，例如：餘數數列必有 
週期性及餘數數列中出現0的個數與週期長度有關，即在固定間隔某項後可被某一正整數整除。 
    本作品中我們嘗試將費氏數列中的餘數數列性質推廣到一般高階線性遞迴數列的情形，其餘數數 
列必有週期性及餘數數列中出現數個0或數個正整數的個數與週期長度有關，也得到其因倍數性質。 

 2.研究目的 
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 3.定義與預備定理 
【定義1】給定一數列    ，若存在      個正整數         ，其中     ，滿足兩條件 
     (i) (初始條件)            其中            。 
     (ii) (遞迴關係)                                                                                                                                                                 
 

      則滿足(i)與(ii)式的數列   ，稱為  階正整係數齊次線性遞迴數列，內文簡稱  階線性遞迴數列。 
  其次，稱 階線性遞迴數列中每一項除以正整數  後所得的餘數數列為  階餘數數列   。 
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【定義2】(  項式推廣定理) 

  設           為非負整數，且                  為 項式，則 
                  
 
  其中  為 項式推廣定理展開後的係數        ，稱為 項式推廣定理 (Multinomial theorem)。 
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圖2 ：二項式定理及三項式定理中的算術三角形 

二、研究方法或過程或結果 
 1.探討   階算術三角形 k
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圖3：二項式定理及三項式定理中的算術三角形 

圖4： 

/2

2

0

n n

n r

n r

r

b D
  





    ，其中 為上高斯符號 圖5： 

/3

3

0

n n

n r

n r

r

b D
  





    ，其中 為上高斯符號

/

0

n n k

k n r

n r

r

b D
  





    ， ，其中 為上高斯符號 且



【性質 2及定理 4】 (  階餘數數列的週期性質) 

  設   為 階線性遞迴數列，若  為  模  後的餘數(           )，則 
 (i)對於大於1的正整數 ，存在                                  且          使得  
 
  (ii)數列   為週期數列。 
 

 

【性質 2及定理 3】 (  階餘數數列的性質) 

  設   為 階線性遞迴數列，若  為  模  後的餘數(           )，則 
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For Example： 

(1)每個週期循環列皆由        均勻分割： 
 
 
(2)每個週期循環列皆由        均勻分割： 
 
 

計算週期長度 

 2.探討數列中   階餘數數列 k
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n 1 1, , , , , , , {0,1, , 1}i i i k j j j kr r r r r r m      1 i j n  

1 1 1 1( , ) ( , ), ,( , ) ( , )i i j j i k i k j k j kr r r r r r r r        

 k

nr

1

0,0, ,0

k 個

定義 階餘數數列的週期長度，記作     。 
研究方法：每個週期循環列中會有       或正整數        均勻分割情形，其均勻分割長度記作為     ， 
 
即存在正整數 使得              ，其中  為     中出現        或        的個數。 
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另外， 階餘數數列在某項後均為常數，顯然週期長度等於1，即        。 k ( ) 1kL m 
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(3)   階餘數數列在某項後均為0，即        。 
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(4)   階餘數數列在某項後均為不為0的常數，即        。 
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【定理 5】 ( 二階餘數數列的週期循環性質) 

  設   為二階線性遞迴數列    中的餘數數列且     ，若 為週期長度     中0出現的個數，則 
 (i)                   ，其中      為模  後的餘數且              。  (ii)                                                     。 
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區分週期循環列的條件 
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(a)當         或             時，            ，所以     
      。 

(b)當         時，                 所以     。 
(c)當                              時， 
   所以    。 
(d)其餘情形不滿足       。 
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每個週期循環列皆由        均勻分割，參見性質3~5。 
1

0,0, ,0

k 個

【定理 6】 ( 三階餘數數列的週期循環性質) 

  設   為三階線性遞迴數列    中的餘數數列且     ，若 為週期長度     中0,0出現的個數，則 
 (i)                   ，其中      為模  後的餘數且              。  (ii)                                               。 
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【定理 7】 (  階餘數數列的週期循環性質) 

  設   為  階線性遞迴數列    中的餘數數列且     ，若 為週期長度     中                出現的個數，則 
 (i)                     ，其中      為模  後的餘數且              。 (ii)  為奇數:                                                 。 

 (iii)  為偶數:                                                                 。 
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【定理 17】 二階線性遞迴數列    
  (i) 當          時，則                          。(ii) 當          時，則                        。 
  (iii) 當               時，則                          。 
 【定理 18】   階線性遞迴數列     
  (i) 當                       時，則                       ，其中            。 
 (ii)其餘                                                或                                                          。   
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【定理 14~15】 (  階餘數數列的週期循環性質) 

   設  為         中模  後的餘數數列的週期，若                 ，且       分別為    中模   
  後的餘數數列的週期，則                     。                                                     
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區分週期循環的條件 
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【定理 8】 ( 二階餘數數列的週期循環性質) 

  設   為二階線性遞迴數列    中的餘數數列且                ，若 為週期長度     中0出現的個數，則 
 (i)                   ，其中       為模  後的餘數且              。(ii)                                                  。 
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區分週期列循環的條件 
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【定理 9】 (  階餘數數列的週期循環性質) 

  設   為  階線性遞迴數列    中的餘數數列且                ，若 為週期長度     中              出現的個 
 數， 則 (i)                   ，其中       為模  後的餘數。(ii)                                                   。 
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【定理 10】 在某項後均為0 
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每個週期循環列皆由        或          均勻分割。 1 2 1, , , kx x x 

1 1 '

2 1 1( ) tL m p 

【定理 12~13】 (  階餘數數列的週期循環性質) 

  設   為  階線性遞迴數列    中的餘數數列且                 ，若 為週期長度     中                    出現 
 的個數，則(i)                                                                                            (ii)                                                     
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 3.探討數列的因倍數性質 
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【定理 16】 費氏數列: 
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三、結論與未來展望 
 1.結論 

四、參考資料 

 2.未來展望 

本作品將費氏數列中的餘數數列性質推廣到一般高階線性遞迴數列的情形，得到其數列中模  後的餘數
數列皆會有週期。我們探討出區分週期循環的條件，進一步用週期循環列均勻分割方式得到均勻分割循
環規律，精確計算其週期長度。 最後由週期性質推導高階線性遞迴數列的因倍數性質 。 
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【定理 11】 
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  (i)探討直接計算其週期長度。 (ii)探討  的規律性。 (iii)探討哪些餘數數列在某項後才有週期循環列出 
 現，其中前幾項的規律性。 (iv)論證在某項後均為不為0的常數的性質。 
 每個定理完備性及證明的嚴謹度，是未來努力突破的。 
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